6 Mitme muutuja funktsioonid

Reaalarvude jarjestatud paaride (z,y) hulga ja tasandi punktide hulga
vahel on iiksiihene vastavus, st igale paarile vastab iiks kindel punkt tasandil
ja igale tasandi punktile vastavad selle koordinaadid ehk {iks reaalarvude
jarjestatud paar. Piirkonnaks nimetatakse (z, y)-tasandi punktide alamhulka.
Tasandilisi piirkondi hakkame téhistama stimboliga D. Néiteks piirkond

D ={(z,y)| 2* +y* < 1}

on tasandi niisuguste punktide hulk, mis asuvad koorinaatide alguspunk-
tist mitte kaugemal kui iiks {ihik ehk {ihikulise raadiusega ring koos seda
iimbritseva ringjoonega.

Piirkonda piiravat joont nimetatakse piirkonna rajajooneks ja rajajoone
punkte piirkonna rajapunktideks. Rajajoonel mitte asuvaid punkte nimeta-
takse piirkonna sisepuntideks.

Piirkonda nimetatakse kinniseks, kui see sisaldab koiki oma rajapunkte,
st sisaldab rajajoont.

Piirkonda nimetatakse lahtiseks, kui see ei sisalda iihtegi rajapunkti.

Edaspidi kujutame joonistel kinnise piirkonna rajajoont pideva joonega
ja lahtise piirkonna rajajoont katkendliku joonega.

Joonis 6.1. Kinnine ja lahtine ring

Punkti {imbruseks tasandil nimetatakse suvalise raadiusega lahtist ringi,
mille keskpunktiks on punkt ise. Kui ¢ > 0 on suvaline reaalarv, siis punkti
(20, Yo) e-timbruseks on lahtine ring

U(0,y0) = {(z,y)| (x — x0)* + (y — w0)? < &°}.

Reaalarvude kolmikute (z,y, z) ja ruumi punktide hulga vahel on korral-
datav iiksiihene vastavus. Ruumiliseks piirkonnaks on kogu ruumi alamhulk.

Ruumilist piirkonna eraldab kogu ruumist mingisugune pind, mida ni-
metatakse piirkonna rajapinnaks ehk rajaks. Rajapinna punkte nimetatakse
piirkonna rajapunktideks ja rajapinnal mittte asuvaid punkte piirkonna si-
sepunktideks.

Kui piirkond sisaldab kéiki oma rajapunkte, nimetatakse piirkonda kin-
niseks.



Kui piirkond ei sisalda iihtegi oma rajapunkti, nimetatakse piirkonda lah-
tiseks.

Seega, kinnine piirkond on piirkond koos seda {imbritseva rajapinnaga,
lahtine piirkond on piirkond ilma seda iimbritseva rajapinnata.

Ruumi punkti (zg, yo, 20) e-timbruseks nimetatakse lahtist kera

Us(w0, 90, 20) = {(2, 9, 2)| (= 20)* + (y — 90)* + (2 — 20)* < €°},

st kera keskpunktiga (g, 3o, 20) ja raadiusega e.

6.1 Kahe muutuja funktsiooni moiste

Olgu D tasandiline piirkond, mis voib olla ka kogu xy-tasand.

Definitsioon 1. Kui igale (z,y) € D on vastavusse seatud muutuja z
kindel va#rtus, siis muutujat z nimetatakse kahe muutuja x ja y funktsiooniks
ja tahistatakse

z=f(z,y).
Veel on kasutusel tdhistused z = g(z,y), z = F(z,y), 2 = p(z,y) voi z =
2z, y).

Kahe muutuja funktsiooni z = f(x,y) graafikule kuulub ruumiline punkt
koordinaatidega (z,y, f(z,y)). Koikide niisuguste punktide hulk moodustab
ruumis pinna. Seega on kahe muutuja funktsiooni graafikuks pind ruumis.

Naide 1. Kahe muutuja funktsiooni z = 1 — x — y graafikuks on tasand,
milles joonisel 6.2 on kujutatud esimesse oktanti ja&v osa.
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Joonis 6.2. Funktsiooni z = 1 — x — y graafikust I oktanti jaav osa

Naiide 2. Kahe muutuja funktsiooni z = 22+y? graafikuks on poérdparaboloid,
mis tekib parabooli z = y? poorlemisel iimber z-telje.



Joonis 6.3. Péordparaboloid

Kui kahe muutuja funktsioon ei ole iihene, kasutatakse selle esitamiseks
ilmutamata kuju.

Naide 3. Ilmutamata kujul esitatud kahe muutuja funktsiooni z2 + y? +
2% = r? graafikuks on sfiir keskpunktiga koordinaatide alguses ja raadiusega
r. Kui avaldada sellest vordusest muutuja z, saame kaks ithest kahe muutuja
funktsiooni z = /12 — 22 —y? ja 2 = —/r? — 22 — y2. Nendest esimese
graafikuks on sfiéri iilemine pool ja teisel alumine pool.

Definitsioon 2. Kahe muutuja funktsiooni z = f(x,y) médramispiirkonnaks
nimetatakse niisugust jérjestatud paaride (x,y) (tasandi punktide ) hul-
ka, millele antud eeskirja kohaselt on voimalik vastavusse seada muutuja
z vaartust.

Néide 4. Leiame funktsiooni z = In(8—x?—y?)++/2y — 22 méiiramispiirkonna
ja kujutame selle xy-tasandil

Funktsioon on mé&ratud, kui on tdidetud tingimused

8—a2—y? >0
2y — 22 > 0.

2
x

Esimesest tingimusest 22 +y? < 8 ja teiset y > —. Esimest tingimust rahul-

davad zy-tasandi punktid mis kuuluvad ringi keskpunktiga koordinaatide al-

guses ja raadiusega 2v/2. Et tingimuses vordust 8-ga pole, siis ringi iimbritsev

ringjoon hulka ei kuulu ja joonisel kujutame ringjoone katkendliku joonega.

Teist tingimust rahuldavad zy-tasandi punktid, mis jéddvad paraboolist
2

x
y = 1 korgemale. Antud tingimuses on vordus lubatud, seega parabool

kuulub hulka ja joonisel kujutame selle pideva joonega.



Joonis 6.4. Funktsiooni z = In(8 — 2% — 3?) + /2y — 22 mnéiramispiirkond

6.2 Kahe muutuja funktsiooni graafiku tasandiloiked
ja nivoojooned

Kahe muutuja funktsiooni graafiku joonestamisel on abiks selle 16iked ta-
sanditega, mis on risti ithega kolmest koordinaatteljest (st paralleelne ithega
koordinaattasanditest). Koordinaattasandite vorrandid on jargmised. yz-tasandi
vorrand on z = 0, xz-tasandi vorrand on y = 0 ja xy-tasandi vorrand z = 0.
Tasand x = a on x-teljega risti, st yz-tasandiga paralleelne. Tasand y = b
on y-teljega risti ehk xz-tasandiga paralleelne. Tasand z = ¢ on z-teljega risti

ehk xy-tasandiga paralleelne.

AN

Joonis 6.5. Tasandid z =a,y=bjaz=c

Pinna z = f(z,y) tasandildigeteks tasanditega x = a erinevate a vadrtuste

korral nimetatakse jooni
{ 2= f(z,y)

T =a,
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pinna z = f(z;y) tasandiloigeteks tasanditega y = b erinevate b vadrtuste
korral nimetatakse jooni
{ = f (':E ) y)

y==

ja pinna z = f(z;y) tasandildigeteks tasanditega z = ¢ erinevate ¢ vadrtuste
korral nimetatakse jooni
{ z= f(z,y)

z =,

Viimaseid jooni nimetatakse ka pinna z = f(x,y) nivoojoonteks.

Niide 1. Joonestame pinna x?+3?—2? = 0, kasutades selleks nivoojooni,
mis tekivad pinna loikamisel tasanditega z = 0, z = 41 ja z = 42 ning loiget
tasandiga x = 0.

Loigates pinda tasandiga xy-tasandiga z = 0, saame 16ikejooneks x? +
y? = 0, z = 0 ehk koordinaatide alguspunkti, sest 2% + ? = 0 ainult juhul,
kuiz =0 jay=0.

Loigates pinda tasandiga tasandiga z = 1, saame 1dikejooneks 22 +y? = 1,
z = 1 ehk ringjoone raadiusega 1, mis asub tasandil z = 1 keskpunktiga z-

teljel.

Loigates pinda tasandiga tasandiga z = —1, saame 1dikejooneks 22 +y? =
1, z = —1 ehk ringjoone raadiusega 1, mis asub tasandil z = —1 keskpunktiga
z-teljel.

Loigates pinda tasandiga tasandiga z = 2, saame 16ikejooneks 22 +y? = 4,
z = 2 ehk ringjoone raadiusega 2, mis asub tasandil z = 2 keskpunktiga z-
teljel.

Loigates pinda tasandiga tasandiga z = —2, saame 1dikejooneks 22 +y? =
4, z = —2 ehk ringjoone raadiusega 2, mis asub tasandil z = —2 keskpunktiga
z-teljel. Joonestame need nivoojooned ruumilisse teljestikku (joonis 6.6).

Kui l6igata pinda tasandiga z = 0, saame léikejooneks 22 = y2, = = 0
ehk kaks ristuvat sirget z = y ja 2 = —y, mis asuvad yz-tasandil. Kui lisada
need sirged teljestikku, on ilmne, et vaadeldav pind on koonus, mille tipp
asub koordinaaatide alguspunktis.

Funktsiooni 2 + 3% — 2?2 = 0 teisendamisel ilmutatud kujule saame kaks
ithest haru z = /22 4+ y? ja z = —y/2? + y2, mille graafikuteks on vastavalt
koonuse iilemine ja koonuse alumine pool.

Niide 2. Joonestame pinna z = 2% — 32, kasutades selleks 16ikeid tasan-
ditega y = 0, = £1, x = +0,5 ja * = 0 ning nivoojooni, mis tekib pinna
loikamisel tasanditega z = 0 ja z = —0, 44.

Teljestiku joonestame seekord ebaharilikult, vottes paberi tasadi xz-tasandiks
ja suunates y-telje tahapoole.

Laikeks tasandiga y = 0 on parabool z = 22, y = 0.

Loigeteks tasanditega © = 41 on paraboolid z =1 — 3% o = 1ja 2z =
1—9% o= —1.

Loigeteks tasanditega = +0, 5 on paraboolid z = 0,25 — 2, 2 = 0,5 ja
2=0,25—y% == —0,5.



Joonis 6.6. Pinna z? + y*> — 22 = 0 nivoojooned

Loikejooneks tasandiga z = 0 on kaks ristuvat sirget y = z jay = —x
xy-tasandil.
Loikejooneks tasandiga z = —0,44 on vordhaarne hiiperbool y? — 2? =

0,44, mille reaalteljeks on y-telg.
Kolme muutuja funktsiooni w = f(x,y, z) graafiku nivoopindadeks nime-

tatakse pindu
w= f(z,y,2)
w = c.

Vorrandisiisteemist saame, et f(z,y,z) = ¢, st ilmutamata kujul kahe
muutuja funktsiooni, mille graafikuks on pind ruumis.

Niide 3. Kolme muutuja funktsiooni w = x2 +1?+ 22 nivoopindadeks on
pinnad % +y2+ 22 = ¢, kus ¢ > 0. Nendeks pindadeks on sfiisirid keskpunktiga
koordinaatide alguses, raadiusega +/c.



Joonis 6.7. Koonus

6.3 Funktsiooni osamuut ja tdismuut

Fikseerime kahe muutuja funktsiooni z = f(x,y) madramispiirkonnas D {ihe
punkti M(x,y).

Jattes muutuja y konstantseks, muudame soltumatut muutujat z suuruse
Ax vorra. Funktsiooni osamuuduks x jérgi nimetatakse vahet

sz:f(x—l—Ax,y)—f(x,y) (61)

Jattes muutuja x konstantseks, muudame séltumatut muutujat y suuruse
Ay vorra. Funktsiooni osamuuduks y jérgi nimetatakse vahet

Muutes argumenti z suuruse Az ja argumenti y suuruse Ay vorra, lii-
gume zy-tasandi punktist M (x,y) punkti M'(x + Az, y + Ay). Funktsiooni
taismuuduks nimetatakse vahet

Az = f(z+ Az, y + Ay) — f(z,y) (6.3)

Uldjuhul funktktsiooni osamuutude summa ei vordu tiismuuduga, st Az #
Az + Ay.

Naiide 1. Leiame funktsiooni z = xy osamuutude summa ja tdissmuudu,
kuiz=2,y=3, Az =0,2ja Ay =0,1.

Osamuut z jargi A,z = (x + Ax)y — 2y = yAx =3-0,2 = 0,6.

Osamuut y jargi Ayz = x(y + Ay) — 2y = xAy = 2-0,1 = 0,2. Seega
Agz 4+ Ayz =0,8.



Joonis 6.8. Hiiperboolne paraboloid ehk sadulpind

Taismuut Az = (x4 Azx)(y+ Ay) —zy = Ay +yAx+ AzAy =2-0,1+
3-0,2+0,2-0,1=0,82.

Samasugusel viisil defineeritakse kolme muutuja funktsiooni w = f(x,y, 2)
osamuudud soltumatute muutujate z, y ja z jirgi ning tdismuut.

Aa:w = f(:v+A$,y,z) - f(af,y,Z),
Ayw = f(z,y + Ay, 2) — f(x,y,2),
Aw= f(r,y, 2+ Az) — f(2,9,2),

6.4 Kahe muutuja funktsiooni piirviairtus ja pidevus

Kahe muutuja funktsiooni korral on piirprotsessiks punkti P(z, y) ldhenemine
punktile Py(xg, y0), mida mérgitakse (x,y) — (xo,y0) VOi * — xo, Y — Yo.

Punkt P vo6ib punktile Fy ldheneda modda suvalist trajektoori: modda
sirget, murdjoont, parabooli kaart jne. Soltumata ldhenemise trajektoorist
jouab punkt P igasse P, timbrusse Us(xg, yo) olgu § > 0 kui tahes véike.

Definitsioon 1. Reaalarvu A nimetatakse funktsiooni f(z, y) piirvaartuseks
piirprotsessis (z,y) — (xo,%0), kui ¥V ¢ > 0 korral leidub selline timbrus
Us(xo,Y0), et niipea kui (z,y) € Us(xo, yo), on

‘f(xvy) _A| <e.

Teiste sonadega, reaalarv A on funktsiooni f(x,y) piirvadrtuseks piirprot-
sessis (z,y) — (zo,yo0), kui funktsiooni vadrtus f(z,y) on reaalarvule A kui
tahes lihedal, vottes punkti P(x,y) punktile Py(xg,yo) piisavalt lihedal.

Seda tahistatakse

lim  f(z,y) = A.
r — Xy
Y=Y



Definitsioon 2. Funktsiooni f(z,y) nimetatakse pidevaks punktis Py(zg, yo),
kui

L 3f (o, yo),
2. 3 lim f(z,y),
r — X
Y — Yo
3. lim  f(x,y) = f(zo,Y0)-
Tr — Xy
Y — Yo

Definitsioon 3. Funktsiooni nimetatakse pidevaks piirkonnas D, kui
funktsioon on pidev selle piirkonna igas punktis.

Tahistades © = xo + Az ja y = yo + Ay, saame, et © — ¢ ja y — Yo
parajasti siis, kui Az — 0 ja Ay — 0. Pidevuse 3. tingimuse saame niiiid
kirjutada

lim  f(xo+ Az, y0 + Ay) = f(x0, y0)
Ax — 0

Ay — 0

ehk

lim  [f(xo + Az, yo + Ay) — f(z0,y0)] = 0. (6.4)
Az — 0

Ay — 0

Téhistame Ap = /Ax? + Ay?. Siis
Ap—0< Ar — 0 ja Ay — 0.

Tigimusest (6.4) saame kahe muutuja pidevuseks punktis Py(xo, yo) tar-
viliku ja piisava tingimuse

lim Az =0. (6.5)

Ap—0

(2 2
Naiide 1. Arvutame piirvdartuse lim w
r—0 TTY

y—0
Tahistades 0> = 2% + 2, on ilmne, et x — 0 ja y — 0 < kui o> — 0 ning
(2 2 2
lim —3111(23: +éy ) = lim sm2g =1.
x—0 e +y 0?—0 Q
y—0
2z — 3y

Naiide 2. Niitame, et funktisoonil f(z,y) = puudub piirvairtus

piirprotsessis (x,y) — (0;0).



Vaatleme kahte erinevat lahenemisviisi punktile (0;0), 1dhtudes suvalisest
punktist (z,y). Esimese lihenemisviisi korral jatame koigepealt muutuja y
konstantseks ja leiame funktsioonist piirvaartuse, kui x — 0

2v — 3 3
lim =Y 2 3
=0 T4y y

ning seejérel leiame tuemusest piirvadrtuse piirprotsessis y — 0

lim(—3) = —3.

y—0

Seega

lim lim 22— _ 3.

y—0z—0 o + Y

Teise ldhenemisviisi korral jitame koigepealt muutuja = konstantseks ja
leiame funktsiooni piirviartuse piirprotsessis y — 0

. 2x—3y 2z
lim —=—=2
y—0 x4y iy

ning tulemusest piirvédrtuse piirprotsessis x — 0

lim 2 = 2.
r—0
Seega
2 —
lim lim 22— %Y _ o,

z—=0y—0 T + Y
Et aga molema ldhenemisviisi korral me mingil hetkel siseneme punkti
(0;0) igasse timbrusse Us(0;0), olgu § > 0 kui tahes véike, siis piirviédrtuse
definitsioonis esitatud tingimus ei ole tédidetud.

Y
1. viis
(z,y)
/"‘ ‘\\\
y A 2. viis
/ \
/ \
/ \
1 \
1 1 >
| 10 €T
\ ]
\ /
\ ’
\ 7
N 7’
\\\ ”,

Joonis 6.9. Kaks ldhenemisviisi punktile (0;0) ja punkti (0;0) timbrus
Us(0;0)
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6.5 Mitme muutuja funktsiooni osatuletised

Fikseerime kahe muutuja funktsiooni z = f(z,y) médramispiirkonnas iihe
punkti P(x,y). Jattes muutuja y konstantseks, muudame muutujat = suuruse
Ax vorra ja leiame funktsiooni osamuudu x jargi A, z.
Definitsioon 1. Piirvéartust
0z Aoz fla+Axyy) — f(2,y)

= = lim == = lim
or Az—0 Ax Axz—0 Ax

(6.6)

nimetatakse kahe muutuja funktsiooni f(z,y) osatuletiseks x jérgi.

Osatuletist z jargi tahistatakse veel 2/, fi(z,y), B
x

Jattes muutuja z konstantseks, muudame muutujat y suuruse Ay vorra
ja leiame funktsiooni osamuudu y jargi A, z.
Definitsioon 1. Piirvéartust

dy T Ay—0 Ay  Ay—0 Ay (67)

nimetatakse kahe muutuja funktsiooni f(z,y) osatuletiseks y jargi.
Osatuletist y jirgi téhistatakse veel z,, f,(z,y), 0
Y

Kahe muutja funktsiooni osatuletise leidmisel z jargi on muutuja y loetud
konstsntseks. Ainaks muutujaks selles definitsioonis on Ax. Samuti on osatu-
letise leidmisel y jargi loetud konstantseks muutuja x ja ainsaks muutujaks
definitsioonis on Ay. Jarelikult jadvad osatuletiste leidmisel kehtima koik
ithe muutuja funktsiooni tuletise leidmise reeglid, millele lisandub reegel, et
muutujat mille jirgi osatuletist e leita, vaadeldakse konstandina.

Niide 1. Leiame funktsiooni z = 23y —a2y? osatuletised mélema muutuja
jargi.

Osatuletise leidmisel z jargi on muutuja y konstantne, seega diferentsee-
rimisreeglite pohjal

82_83_0 22_83_232_ 2 20 0.2 o 2
9 = 9 YT (V) =Yg (87)—y 5 (a7) = yrdat oyt 2 = ety 2wy’

Osatuletise leidmisel y jérgi on x konstantne. Diferentseerimisreeglite abil

0z _ 0 4y D a5 0 , 0

s _Z 29 0o 03 2o 3, 9.2
o ay(:vy) ay(fcy) ay(y) xay(y) x°—a” -2y = x’y —2x7y.

Kehtima jaab ka liitfunktsiooni diferentseerimise reegel.

. . . . x . ~ .
Naide 2. Leiame funktsiooni z = arctan — osatuletised molema muutuja

e Y
jargi.
Osatuletis x jargi
S S 0 N R R
Oz 1+(£>2 or \y Y2+ a2 yox 22+ y?
Y
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Osatuletis y jargi
0z 1 0z (x y? o (1
e EE  ie———————— — = - . r— _
dy (x)2 Ay \y y2+a2 0y \y
1+
B 1> Y\ x
- x2 + yz y2 - 2 4+ yz‘

Kolme muutuja funktsiooni w = f(x,y, z) osatuletised muutujate z, y ja
z jargi defineeritakse vastavalt

or  Ar—0 Ax  Ar—0 Az ’
ay Ay—0 Ay Ay—0 Ay
ja

0z Az—0 Az Az—0 Az

Osatuletiste leidmisel kehtib sama reegel, mis kahe muutuja funktsiooni
osatuletiste leidmisel: koiki muutujaid, va. muutjat, mille jérgi osatuletist
leitakse, vaadeldakse konstantidena.

Niide 3. Leiame funktsiooni w = 2" osatuletised koigi muutujate jargi.

Osatuletise leidmisel muutja x jargi on meil tegemist astmefunktsiooniga
konstantse astendajaga y*, seega

ox

Osatuletise leidmisel muutuja y jargi on tegemist eksponentfunktsiooniga,
mille alus on x ja astendajaks astmefunktsioon y*, seega

ow

Ay

z —
=a¥ Inz -2

Osatuletise leidmisel muutja z jargi on antud funktsioon eksponentfunkt-
sioon alusega x. Astendaja y* on samuti eksponentfunktsioon alusega y. See-
ga

ow

i T Y
92 ¥ Inz -y Iny.
6.6 Taismuut ja taisdiferentsiaal

Oletame, et kahe muutuja funktsioon f(x,y) on pidev ja omab pidevaid osa-

0
tuletisi a—z ning a—z punktis P(z,y) ja selle mingis iimbruses. Esitame funkt-
T Y

siooni taismuudu
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Esimeses kahes liikmes on y muutumatu suurus, vordne y + Ay. Kolmandas
ja neljandas liikmes on x konstantne.

Punktis P ja selle iimbruses on tdidetud Lagrange’i teoreemi eeldused.
Jarelikult leidub selline T € (z,z + Ax), et

of(x A
flz+ Az, y + Ay) — f(z,y + Ay) = WA%'
Teiseks leidub selline 7 € (y,y + Ay), et
of(x,y
oy +a9)— fle.y) = L0

Osatuletiste pidevuse tottu

of(@,y+Ay)  0f(x,y)

li =
Axln_i 0 ox ox
Ay — 0
ja
i Of@y) _ Of(xy)
Axr — 0 dy Jdy
Ay — 0

Teoreemist I6pmatult kahanevate suuruste kohta saame, et

of(@,y+Ay)  9of(x,y)
ox Oz

+ «

ja
Of(x,y) _ 9f(x,y)

kus « ja 3 on piirprotsessis (Az, Ay) — (0;0) l6pmatult kahanevad suurused.
Funtksiooni tdismuudu jaoks saame avaldise

Az = (af(;’y) +a> Ar + (8f((9xy,y) +B) A

x
ehk
Az afA + —fAy + alAx + [Ay. (6.8)
ox dy
Punktis 6.4 votsime kasutusels téhistuse Ao = /Ax? + Ay?. Tingimuste
arl g
AN
ja
Ayl oy
Ap| —
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Ax

A
pohjal on need tokestatud suurused. Seega ax ja @ A—y on lopmatult kaha-
0 0

nevad suurused kui lopmatult kahanevate ja tokestatud suuruste korrutised.
Piirvaartus

m — m
Ag—0 Ao Ao—0 Ap  Ae—0 Ap

st Az + Ay on Ap suhtes (Ax ja Ay suhtes) korgemat jarku lopmatult
kahanev suurus.

Definitsioon. Kui tdismuudu avaldises (6.8) esimene summa on Az ja
Ay suhtes lineaarne ja teine summa samade muutujate suhtes korgemat jarku
lopmatult kahanev suurus, siis lineaarset osa nimetatakse kahe muutja funkt-
siooni z = f(z,y) téisdiferentsiaaliks.

Taisdiferentsiaali tdhistatakse dz. Seega definitsiooni kohaselt

0z 0z
dz=—A —A
z o7 T+ 9 Y
Funktsiooni z = x korral % =1, % =0jadz =dr = Ax.
ox dy
Funktsiooni z = y korral % =0, % =1jadz =dy = Ay.
ox y

Jarelikult soltumatute muutujate x ja y jaoks langevad diferentaiaali ja
muudu moisted kokku ning téisdiferentsiaal

dz = —dxr + —dy. (6.9)

Naiide 1. Leiame funktsiooni z = arctan z taisdiferentsiaali avaldise.
Y
Kasutades punkti 6.5 néites 2 leitud osatuletisi, saame

Y x ydx — xdy

< $2+y2 X $2+y2 Y $2+y2

Niide 2. Arvutame funktsiooni z = /22 + y? tdismuudu ja taisdiferentsiaali
vadartuse, kui x =3, y =4, Ar =0,2 ja Ay =0, 1.
Taismuudu valemi (6.3) abil

Az =/3,22+4,12 — /32 1 4% = \/27,05 — \/25 = 0, 20096.

Taisdiferentsiaali arvutamiseks leiame

0z 1 T

e S
ox 21/x2+y2 * /332_’_1/2

ja



il 3 4 0,6 0,4
dz=——-0,24 —-0,1= —+ — =0,2.
VEre T 55

Tehtud arvutustest ndhtub, et tdismuut ja taisdiferentsiaal erinevad vihem
kui 0,001 vorra, st suuruse vorra, mis on kaks suurusjarku véiksem kui Ax
ja Ay.

Seda asjaolu arvestades saab téisdiferentsiaali kasutada kahe muutuja
funktsiooni véairtuste ligikaudsel arvutamisel. Kui Ax ja Ay on piisavalt
vaikesed, siis Az ja dz erinevad teineteisest suuruse vorra, mis on korgemat

jarku lopmatult kahanev suurus, kui Ax ja Ay. Seega voime kirjutada

Az~ dz
ehk 9 5
flz+ Az, y + Ay) — f(z,y) = a—;dx + a—;dy.
Siit saame ligikaudse arvutamise valemi
- of of ,
f(x+Ax,y+Ay)Nf(x,y)+8—dx+8—y (6.10)

Niide 3. Arvutame téisdiferentsiaali abil ligikaudu 2,032 - 0, 962.
Siin valime f(x,y) = 2%y?, = =2,y = 1, Az = 0,03 ja Ay = —0,04.

Osatuletised o7
— 2,2
Ox oy
ja
9
dy oy
Funktsiooni védiartus f(2,1) = 8-1 = 8 ja osatuletiste vidrtused i 3-4-1=
x
0
12 ja 8_f =2-8-1=16. Valemist (6.10)
Y
(240,03)*- (1 —-0,04)> =8 +12-0,03 — 16-0,04 = 7,72.
: : : . ) w  dw
Kui kolme muutuja funktsioon w = f(x,y, 2) ja selle osatuletised % Do
x’ Jy
0
ja e on pidevad punktis P(z,y, z) ja selle mingis timbruses, siis sarnaselt
valemile (6.8) on voimalik ndidata, et taismuut
0 0 ow
Aw = a“’A v+ a—wA + 8—Az—|—ozA:v+ﬂAy+7Az (6.11)
x

kus aAzx + Ay + yAz on korgemat jérku l6pmatult kahanev suurus kui
Ap = /Az? + Ay? + Az2. Funktsiooni w tiisdiferentsiaaliks nimetatakse
avaldist

ow ow ow
dw = e —dx + a—dy + Edz (6.12)
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Viimases langevad soltumatute muutujate muudud ja diferentsiaalid kokku,
st de = Az, dy = Ay ja dz = Az.

Niide 4. Leiame kolme muutuja funktsiooni w = 2% tiisdiferentsiaali
avaldise.

Toetudes punkti 6.5 néite 3 tulemustele, kirjutame

dw = y2¥ e +2¥ Inz- 2y ldy +2¥ Inz -y lny =

. (d In zd
— Y (_I+2nx y—|—1n:1;1ny).
T Yy

6.7 Ilmutamata funktsiooni osatuletised

Olgu antud pidev funktsioon ilmutamata kujul
F(z,y)=0. (6.13)

See vordus médrab muutuja y muutuja = (reeglina mitte ithese) funktsiooni-
na. Funktisooni graafikuks on joon tasandil (joonis 6.10).
Eeldame, et funktsioonil F'(z,y) eksisteerivad punktis P(x,y) ja selle min-

gis iimbruses pidevad osatuletised ja et F}(z,y) # 0. Tuletame valemi d_y
T

leidmiseks kahe muutuja funktsiooni F'(x,y) osatuletiste abil.

2Y

Yy 4 0
y+ Ay
@%\4% TatAz @
? b
yd

Joonis 6.10. Ilmutamata funktsioon F'(z,y) =0

Fikseerime funktsiooni graagikul punkti P(z,y). Selle koordinaadid ra-
huldavad vorrandit (6.13). Muudame 2 muudu Az vorra ja lelame punktile
x + Ax vastava funktsiooni vaartuse y + Ay. Et Q(x+ Az, y+ Ay) on samuti
funktsiooni graafiku punkt, rahuldavad selle punkti koordinaadid vérrandit

F(x + Az,y + Ay) = 0. (6.14)
Lahutades vorrandist (6.14) vorrandi (6.13), saame
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Viimase vorduse vasak pool on funktsiooni F(x,y) tdismuut, st
AF = 0.

Tehted eelduste tottu saame funktsiooni tdismuudu avaldise (6.8) pohjal

a—FAx + a—FAy + alAx + Ay =0,
ox dy
millest oF OF
(8—y+ﬁ) Ay = — (%—I—a) Ax
ehk
oF
Ay B % +
Ar  OF '
Ax o 3
dy

Leiame tekkinud vorduse molemalt poolt piirvaédrtuse piirprotsessis Ax —
0. Vasaku poole piirvadrtus on funktsiooni tuletise definitsiooni kohaselt
y Funktsiooni pidevuse tottu ka Ay — 0. Et « ja (§ on piirprotsessis
T
(Az, Ay) — (0;0) lopmatult kahanevad suurused, siis Alim a=0ja Ahmo 6=
r—

x—0

0 ning pérast parema poole piirviadrtuse leidmist saame

oF
Y _ ox
dr 8_F
dy

Seega saab iithe muutuja ilmutamata funktsiooni tuletise leidmiseks kasu-
tada ka valemit
dy _ Fj

S—— 6.15
dx Fé ( )

Niide 1. Leiame ilmutamata funktsiooni z* + y* — a?z%y? = 0 tuletise

dy

_x-
Siin F(x,y) = 2* + y* — a®2%y?, seega F, = 4a® — 2a°xy® ja F, = 4y° —
2a%x?y. Valemi (6.15) jirgi
dy  42® =2ad*zy®  x(22° — a*y?)
dv 43 —2a22%y  y(2y% — a2x?)’

Vaatleme ilmutamata pidevat funktsiooni F(x,y,z) = 0. See vorrand
méadrab muutja z kahe muutja x ja y funktsioonina. Eeldame, et funktsioonil
F(z,y, z) eksisteerivad punktis P(z,y, z) ja selle mingis timbruses pidevad

OF OF . OF
osatuletised 9 By ja 5 ning F/(z,y,z) # 0.
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Funktsiooni z osatuletise leidmisel z jargi vaatleme muutujat y konstan-
dina. Siis on vorrandis F'(z,y,z) = 0 ainult kaks muutjat x ja z ning (6.15)
jargi

0z F!
Samasuguse arutluse korral muutuja y jaoks
0z F;

Naiide 2. Leiame ilmutamata kujul esitatud kahe muutuja funktsiooni

0 0
22 + y? + 22 = r? osatuletised o= ja =
or ~ Oy
Selleks leiame F, = 2z, F; = 2y ja I, = 2z. Valemi (6.16) jargi

0z «w

or =z
ja valemi (6.17) jargi

0z _

oy =

6.8 Liitfunktsiooni osatuletised

Olgu z kahe muutuja u ja v funktsioon z = f(u,v) ning u ja v omakorda
kahe muutja = ja y funktsioonid u = ¢(z,y) ja v = ¥ (z,y). Sellisel juhul z
on liitfunktsioon muutjate x ja y suhtes, st

z= flo(r,y),¢(z,y) = F(z,y).

Eeldame, et funktsioonidel u ja v on punktis P(z,y) ja selle mingis

u Ou Ov v
iimbruses pidevad osatuletised —, —, — ja — ning funktsioonil z vas-
oxr’ 0y Ox oy
0
tavas punktis (u,v) ja selle mingis timbruses pidevad osatuletised 8_Z ja (9_2
u v

Jattes argumeni y konstantseks, muudame argumenti z suuruse Az vorra.
Sellele vastavad funktsioonide u ja v osamuudud z jargi A,u ja A v. Need aga
on funktsiooni z = f(u,v) argumentide muutudeks. Neile vastab funktsiooni
taismuut, mis (6.8) jargi on

0z 0z
Az = —Au+ —Av+ aldu+ A,
ou v
kus « ja 8 on lopmatult kahanevad suurused piirprotsessis (A, u, A v) —
(0;0). Jagades viimase vorduse argumendi x muuduga Az, saame

E_%Axu+%AIU+ Axu+ﬁAzU
Ax  Ou Az Ov Ax an Az’
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Leiame molemalt poolt piirvadrtuse piirprotsessis Ax — 0. Vasakul saa-

Z e e . .
97’ sest z taismuut tekkis ainult x
x
ov

u

muutmise tagajarjel, kusjuures y jii konstantseks. Eeldasime — ja 9 ole-
x x

masolu. Diferentseeruvusest muutuja x jargi jareldub funktsioonide u ja v

pidevus muutuja x jargi, seega

me liitfunktsiooni z osatuletise x jargi

lim A,u=0
Az—0
ja
lim Ayv=0.
Axz—0

Jarelikult ka

lim o= lim B =0.
Az—0 Az—0

Kasutades veel funktsioonide u ja v osatuletiste definitsioone muutuja x jagri,
saame parema poole piirvaartuseks

828u+8z8v 40 8u+0 ov

Judx ~ Ovox Ox oz’
Kokkuvottes saame liitfunktsiooni z = F'(x,y) osatuletise z jargi leidmiseks
valemi

0z 0z0u 0z0v

Or Oudxr Ovox
Jattes muutuja x konstantseks ja andes muutujale y muudu Ay, saame
kogu arutlust korrates valemi liitfunktsiooni z osatuletise leidmiseks muutuja

y jargi

(6.18)

dz  0z0u N 0z Ov
dy Oudy Ovoy

: 0z . 0z . 5 2. 5
Niide 1. Leiame — ykui z =In(u® +v), u=e""V" jav=2"+y.

Ja ==
or ~ Oy
Valemid (6.18) ja (6.19) sisaldavad kuut osatuletist. Leiame

(6.19)

0z . 2u 0z 1
ou  w+v v ui+v’
ou 2 ou
Z7 Lty R ] z+y“.
aa: ) a ye )
ov ov
— =2z, —=1;
ox dy
Valemi (6.18) jargi
0z 2u 2 1 2 2
- = TTY i Tty
ox u2+v€ +u2+vx u2—|—v<ue + )
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ja valemi (6.19) jargi

0z 2u 2 1 1 2
== 2"ty - Auye™ 4 1),
dy u?+wv ve +u2+v u2+v( ue +1)

Mirkus. Kui z on kolme muutja funktsioon z = f(u, v, w) ja lisaks funkt-
sioonidele u ja v on w = x(z,y), siis liitfunktsiooni z osatuletised muutujate
x ja y jargi leitakse valemite

0z B 0z 0u 0z v 828_w

9 Oudr  ovdr  owor (6.20)
ja

0z O0z0u O0z0v 0z ow

% " oudy 507y G0y (6.21)
abil.

Olgu niitid z kolme muutja z, u ja v funktsioon z = f(z,u,v), kus u =
(x) ja v =1(x). Siis 2z on ithe muutuja = liitfunktsioon

z = f(z,¢(z),9¥(x)),

d

mille tuletise d—Z leidmiseks saame valemi (6.20) abil. Et z tuletis x jérgi
x

dx

dx

=1 ja u ning v on ithe muutuja funktisoonid, siis

G _0: ozdu 0w
de  Or Oudr Ovdx

Valemit (6.22) nimetatakse tdistuletise valemiks.

(6.22)

d
Niide 2. Leiame d—z, kui z =2° + /y jay =2+ 1.
0
Antud juhul z on kahe muutuja x ja y funktsiooni, kus y on muutja z
funktsioon. Antud olukorra jaoks annab taistuletise valem (6.22) tulemuse

dz 82+3zdy 9%+ 1 5 54 1 94 1
—=—+——=2r+— 2z=1x — | ==z — .
de  Ox Oydx 2,y VY x2 41

Leiame punkti alguses vaadeldud liitfunktsiooni z = f(u,v), u = ¢(x,y)
ja v =1(z,y) tidisdiderentsiaali

dz = —dz + —dy. (6.23)

Asendades valemitega (6.18) ja (6.19) méaaratud osatuletised sellesse avaldis-

se, saame
o (000 000 (0200 000
- \Oudzr  Ovox oudy  Ovdy Y
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ehk pérast teisendamist

0z [ Ou ou 0z [ Ov ov
dz = 8u<8xd +a—d> £ (8d +a—dy)

Kuid sulgudes on vastavalt funktsioonide u ja v téisdiferentsiaalid

du = %dm + g—zdy
ja
dv = %dx + g—Zdy.
Seega
dz = %du + %dv, (6.24)

Vorreldes omavahel téisdiferentsiaali avaldisi (6.23) ja (6.24) ndeme, et mit-
me muutuja funktsiooni taisdiferentsiaali kuju ei soltu sellest, kas u ja v on
soltumaltud muutujad véi omakorda muutujate x ja y funktsioonid. Viimast
omadust nimetatakse tdisdiferentsiaali invariantsuse omaduseks.

6.9 Korgemat jarku osatuletised

Néidetest on selgunud, et kahe muutuja funktsiooni z = f(z,y) osatuletised

0
82 ja a—z on iildiselt kahe muutuja funktsioonid. Seega on véimalik molemat
x " Oy

diferentseerida kahe muutuja x ja y jargi.

Definitsioon 1. Kahe muutuja funktisooni z = f(x,y) teist jarku osa-
2

0%z
tuletiseks x jérgi Eye (loetakse de-ruut-dzett de-iks-ruut) nimetatakse osa-
x

tuletise x jérgi osatuletist x jérgi, st

9%z 9 [0z
ox2 Oz \0z )’
Definitsioon 2. Kahe muutuja funktisooni z = f(x,y) teist jarku osatu-

82

0xdy

nimetatakse osatuletise x jargi osatuletist y jérgi,

Pz 0 [0z

oxdy Oy \dz /)’

Definitsioon 3. Kahe muutuja funktisooni z = f(x,y) teist jarku osatu-
2

letisek . cee . ¥
etiseks vy ja x jargl

Yyl J gaax
st

letiseks = ja y jargi
st

nimetatakse osatuletise y jérgi osatuletist x jérgi,
02 0 [0z
oydxr  O0x \ Oy )
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Definitsioon 4. Kahe muutuja funktisooni z = f(x,y) teist jarku osa-
2

z
tuletiseks y jargi e nimetatakse osatuletise y jargi osatuletist y jérgi, st
Y

o _ 0 (0
oy Oy \oy )"

Nende teist jarku osatuletiste jaoks kasutatakse veel tédhistusi vastavalt
v Zays Zye 18 2y VOL [ (2, y), [, (2, y), fra(2,y) Ja fy, (2, y).

Saadud teist jarku osatuletised on omakorda kahe muutuja x ja y funkt-
sioonid. Seega saab koigist neljast leida osatuletised = ja y jargi. ja nii saa-
dakse kaheksa kolmandat jarku osatuletist

0z 0 02z 03z 0 0%z
ox3  Ox ((9962) ' 0x20y Oy (@) ’
Pz 0 [ Dz Pz 0 [ 0%z
dxoydr Oz (3x8y> " 0xdy? Oy <3x—ay) ’
Pz 0 [ 0z Pz 0 [ 0z
x> Ox (ayax) ' Oydzdy Oy <a@%) ’
Pz 0 [0z Pz 0 (02
M_%(a_y?)’ 3_@”—3_?;(3_3;2)

x
Naiaide 1. Leiame kahe muutuja funktsiooni z = arctan — teist jarku

z

osatuletised.
Punkti 6.5 néites 2 leidsime, et

0z Yy . 0z x

- — a4 — = ——
or 22+ 1 oy z? + y?

P 0 oy N_ 0 1 N_ f 2 _ 2wy
02~ gx\2+y?) Yo \Zv ) I\ @) T T @)

9’z 9 y P4y —y2y at -y
= o) =

0xdy Oy (2 +9y2)2 (22 +92)2
0z _ﬁ . __x2+y2—x-2x_ % — 12
oyor Oz w2 4y?) (22 +92)2 (22 +y?)?

Pz o o« N__O0( 1 N__ (% \__ 2wy
3y2_(9y :U2—|—y2 o 8y x2+y2 o (x2+y2)2 —(m2+y2)2

Esitatud néite pohjal voib piistitada kiisimuse, kas teist jarku osatuletised

0%z " 0z
0x 0y ) Oyox
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on alati vordsed. Alati see nii ei ole, aga teatud tingimustel siiski. T'Gestuseta
formuleerime teoreemi.

Teoreem. Kui kahe muutuja funktsioon z = f(z,y) ja selle osatuletised
0z 0z 0%z . 0%z
oz’ Oy’ 0xdy = OyOx
punktis P

on pidevad punktis P ja selle mingis iimbruses, siis

Pz 0z
oxdy  Oydx
Vajalike osatuletiste pidevuse korral ei soltu ka korgemat jarku osatuleti-
sed diferentseerimise jarjekorrast, vaid ainult sellest, mitu korda on kummagi
muutuja jargi diferentseeritud. Néiteks voime koigi madalamat jarku osatule-
tiste ja ka vaadeldavate osatuletiste pidevuse korral punktis ja selle {imbruses
kirjutada

o'z 0z O
0xOydxdy  0x20y?  Oy20x2
Samasugune teoreem kehtib ka kolme ja enam muutuja funktsiooni puhul.
Niide 2. Leiame kolme muutuja funktsiooni w = e”sin(yz) kolmandat
Pw . Pw
OxOy0z ” 020x0y

Esimese kolmandat jarku osatuletise jaoks leiame koigepealt

jarku osatuletised

dw _ e’ sin(yz)
or ’
siis
Ow _ e’ cos(yz) - z = z€e” cos(yz)
oxdy T
ja kolmandaks
8311) T T _: T .
0007 = e” cos(yz) + z(—e"sin(yz)) - y = e®[cos(yz) — yzsin(yz)]

Teise kolmandat jarku osatuletise jaoks leiame

ow N

5, — Ve cos(yz)
seejérel

0w N

5290 Ve cos(yz)
ja lopuks

Pw N o ) ‘
02000y © cos(yz) — ye”sin(yz) - z = e”[cos(yz) — yzsin(y2)].
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6.10 Tuletis antud suunas

Kéesolevas punktis seame eesmérgiks leida mitme muutuja funktsiooni tuletis
antud punktis mingi vektori suunas.

Alustame kahe muutja funktsioonist z = f(x,y) ja tuletame valemi tu-
letise arvutamiseks punktis P(z,y) vektori 5 = (A, Ay) suunas (joonis

z 0z

6.11). Eeldame, et funktsioon z = f(z,y) ja selle osatuletised . ja ey on
z Y

pidevad punktis P ja selle mingi iimbruses.

2y
Y+ Ayj=--mmm oo ,?
yl--- 2, |
x x —&—. Az @

Joonis 6.11. Punkti P rakendatud vektor

Téhistame vektori s pikkuse As = y/Az2 + Ay2. Argumentide muutu-
dele Az ja Ay vastav taismuudu avaldis on (6.8) jérgi

0z 0z

Az Ax + —yAy+51Ax+52Ay,

" oz 9

kus e ja g5 on piirprotsessis As — 0 16pmatult kahanevad suurused. Jagades
viimase vorduse vektori s pikkusega, saame

Az 0zAx 0z Ay Ax Ay
= — e e

As  O0xds  oyhs VA

Suhted As ja As on vektori s” suunalise iihikvektori s° koordinaadid. Kui
S S

tihistada vektori s ja koordinaattelgede positiivsete suundade vahelisi nurki

a ja 3, on ilmne,et
Ax

— =cosa ja —y:cosﬁ

As As

Seepérast nimetatakse neid suhteid, st vektori suunalise iihikvektori koordi-
naate, vektori s suunakoosinusteks.
Definitsioon. Piirvairtust
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Joonis 6.12.

nimetatakse funktsiooni z tuletiseks punktis P vektori s suunas ja tihistatakse

0z
—. FEt
s A A
. T Yy
] = =7 =
Aso (61 As © As) 0
siis saame suunatuletise leidmiseks valemi
0 0 0
(9_; = a—;cosoﬁ— a—Zcosﬁ (6.25)

Niide 1. Leiame funktsiooni z = 2% + y? tuletised punktis P(1;1) vek-
torite 57 = (1;1) ja 55 = (1; —1) suunas.
Koigepealt arvutame funktsiooni osatuletised punktis P

0
R -
Oz P

ja
0z
— =2yl =2
Jy P

. . —> . .
Leides vektori s; pikkuse As; = \/5, saame suunakoosinusteks cosa =

Sl

1
ja cos f = —= ning

V2

0z 1 1
9 5.l Lo
ds1 V2 V2

. . —> . .
Leides vektori s; pikkuse Asy, = \/5, saame suunakoosinusteks cosa =

Sl

ja cos f = ——= ning

V2

0z 1
ZZ 9. —9.— =9
Jss V2



Seega, ldhtudes iihest ja samast punktist xy-tasandil saame erinevas suu-
nas litkudes erinevad suunatuletiste véartused. Suunatuletise véértus iseloo-
mustab funktsiooni kasvukiirust ldhtudes antud punktist etteantud suunas.

Suunatuletis on osatuletiste x ja y jérgi iildistuseks. Kui vektor s on z

telje suunaline, siis « =0, § = 5 cosa =1 ja cos f = 0 ning

o _ o
0s  Ox

T
Kui vektor 5 on y telje suunaline, siis o = 5 f=0,cosa=0jacosf=1
ning

0z 0z

ds Oy’

Seega funktsiooni tuletis z-telje suunas on selle funktsiooni osatuletis x
jargi ja y-telje suunas osatuletis y jargi.

Kolme muutuja funktsiooni w = f(x,y,z) tuletise leidmiseks punktis
P(z,y, z) vektori 5 = (A, Ay, Az) suunas kehtib sarnane valem. T#histagu
a, (3 ja v vastavalt nurki vektori s ja a-teje, vektori 5 ja y-telje ning vektori
_ . . .o . — . .

s  ja z-telje vahel. Siis vektori s” suunakoosinused on cos a, cos 3 ja cos~y
ning suunatuletis leitakse valemist

ow  Ow ow ow
—:—cosoz—k—cosﬁ—l—a

5= = o 3y Cos 7y (6.26)

Niide 2. Leiame funktsiooni w = xy + xz + yz tuletise punktis P(1;1;2)
suunas, mis moodustab koordinaattalgedega nurga 60°, 60° ja 45°.
Arvutame osatuletised punktis P

ow ow
— =y+z =3, —=zxz+z =3
Ox P dy P
ja
w_ oy 2
—_— =X =
0z yP

ning suunakoosinused

|

I 11
5% = (cos60°; cos 60°; cos 45°) = (5, 5 ) '

Valemi (6.26) jargi leiame

ow 1
s gt

e

=3+ V2

+2-

N —
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6.11 Gradient

Kahe muutuja funktsioon z = f(x,y) seab igale punktile P(x,y) funktsiooni
méadramispiirkonnast D vastavusse muutuja z véartuse ehk skalaari. Igale
méadramispiirkonna punktile vastab skalaar. Seega saab kahe muutuja funkt-
sioonist koneleda kui skalaarvéljast.

Kolme muutuja funktsioon w = f(z,y, z) seab igale ruumi punktile P(z,y, z)
funktsiooni méaramispiirkonnast V' vastavusse skalaari, st piirkonnas V' te-
kitab kolme muutuja funktsioon skalaarvélja.

Definitsioon 1. Skalaarvilja z = f(z,y) gradientvektoriks ehk gradien-

diks nimetatakse vektorit
0z 0z
dz=|(—,— 6.27
gra z (837’ 63]) ( )

Definitsioon 2. Skalaarvilja w = f(x,y, z) gradientvektoriks ehk gra-
diendiks nimetatakse vektorit

ow Ow 8w)

%, a_y, E (6.28)

gradw = (

Esimesel juhul tekib tasandi mingis punktihulgas ja teisel juhul ruumi
punktihulgas vektorvili, nlida nimetatakse gradientide vdljaks.

Arvestdes sellega, et s° = (cos, cos 3), saab suunatuletise arvutamise
valemi (6.25) kirjutada gradiendi ja vektori s° skalaarkorrutisena

0z ds. 3
— =gradz- s
05
ﬁ
Et?:i siis
As’
0z ad S grad |gradz-?
— =gradz - — = |gradz| >——F——
o5 ° As 7 | grad z|As’

kus | grad z| on gradientvektori pikkus. Kui tdhistada gradiendi ja vektori
s’ vahelist nurka o, siis

grad z - s
R = | grad z|As
ja
aa—; = | grad z| cos @. (6.29)

Tulemuse sonastame teoreemina.

Teoreem 1. Funktsiooni z = f(z,y) tuletis vektori 5" suunas vordub
gradientvektori projektsiooniga vektori s~ suunale.

Sellest teoreemist teeme kaks jéareldust.

Jareldus 1. Tuletis gradiendiga ristuvas suunas vordub nulliga.
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0
Jarelus on ilmne, sest antud juhul ¢ = T ja —i = 0.

2 0s

Jareldus 2. Tuletis on suurim gradiendi suunas ja arvuliselt vordne gra-
diendi pikkusega.

Pohjenduseks piisab mérkida, et koosinusfunktsioon saavutab oma mak-
simaalse vaartuse 1, kui ¢ = 0.

Niide 1. Leiame funktsiooni z = 22 + y? suurima kasvukiiruse punktis
P(1;1).

Funktsiooni kasvukiirust iseloomustab funktsiooni tuletis. Seega on suu-
rim kasvukiirus vordne gradientvektori pikkusega. Leiame

grad z = (2z,2y)| = (2;2)
P

ja selle pikkuse | grad z| = 2v/2.

Tulemus iihtib eelmise punkti niites 1 leitud tuletisega vektori 57 suunas,
mis on loomulik, sest vektor 57 = (1;1) on gradiendi suunaline.

Teoreem 2. Gradient on risti nivoojoone puutujaga.

Téestus. Kahe muutuja funktsiooni z = f(z,y) graafiku nivoojoone pro-
jektsioon zy-tasandil on f(z,y) = c¢. Nivoojoone puutuja suunaline vektor

!/

ons = (1 —f—’f) = %( o> —f2) ja gradiendi ning puutuja suunalise vek-
tori skalaarkorruytis gradyz .5 =f [y — [y fr = 0, st gradient on nivoojoone
puutujaga risti.

Jareldusest 1 saame niiiid.

Jareldus 3. Funtksiooni tuletis nivoojoone puutuja suunas vordub nul-
liga.

Eelmise punkti néites 1 antud vektor s; on nivoojoone puutuja suunaline,
seega on loomulik, et tuletis selle vektori suunas vordub nulliga.

6.12 Divergents ja rootor

Eelmises punktis vaadeldud gradientide véli on iiks nédide vektorviljast. Kédesolevas
punktis vaatleme mis tahes vektorvélja F = (X(x,y,2);Y(x,y,2); Z(x,y, 2)),
milles koik koordinaadid on iildjuhul oma rakenduspunkti P(z,y,z) funkt-
sioonid. Tiiiipilisteks vektorvélljadgks on kiiruste vili ja jouvali.

Definitsioon 1. Vektorvilja F' divergentsiks punktis P(x,y, z) nimeta-
takse skalaari

.= 00X oY oz

H
Definitsioon 2. Vektorvélja F' rootoriks punktis P(z,y, z) nimetatakse
vektorit

—~  (0Z Y OX 97 9V 0X 631
oy 0z 0z Oz’ Oxr Oy '
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: e R 5 o TY\ .. ..
Naide 1. Leiame vektorvilja F' = (xyz; 7+ 2z ;—) divergentsi ja roo-
z

tori.

0X Y
Antud niites X = ayz, Y =22+ 22, 7 = il , seega — =yz, — =0
z ox Jy
07 Ty
a — = —— nin
2%, 22 &

divl?zyz—x—i/
z

Edasi leiame rootorvektori koordinaadid

9z oY =z
oy 0z =z
0X 07 Yy
o T
ja
a—Y—a—X—Q:B—a:z
or Oy
Seega,

rot]_7>: <£—2z;xy—g;2x—xz>
z z

Viljateoorias kasutatakse formaalset vektorit.
Definitsioon 3. Hamiltoni nablavektoriks ehk Hamiltoni nablaoperaato-

riks nimetatakse vektorit
p— 8 . 8 . 8
-\ 0z’ 0y’ 0z

Kasutades seda operaatorit tavalise vektorina, saame skalaarvéljaw = f(z,vy, 2)

korral
Vw = ﬁﬁg (3w (9w w = gradw
-\ 9z’ 9y’ 0z or’ oy’ 0z — 8

Nablavektori ja vektorvilja F = (X(z,y,2);Y(x,y,2); Z(x,y, z)) skalaar-
korrutis

— g o0 0 00X 8Y 07
- F = (X;Y;2) = F
v (ax oy’ az> o Ty T, W
Nablavektori ja vektorvilja F= (X(x,y,2);Y(x,y,2); Z(x,y, z)) vektorkor-
rutis
— g o0 0 0Z Y 90X 0Z Y 90X
== = .= XvV-7)= |22 _ .= _“Z=Z.7° ) _
v (89@’0y’82) ( ) (8@/ 0z’ 0z Oz’ Ox Gy)

Seega saame Hamiltoni nabloperaatori abil lithidalt kirjutada

grad w = Vw,
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— —
div =V F,

— —
rot ' =V x F.

Definitsioon 4. Nablavektori skalaarruutu V2 = V-V nimetatakse Laplace’i
operaatoriks ja tdhistatakse

A = V?
Skalaarkorrutise arvutusvalemi jéargi
o? o? 0?
N=—+—+—
022 o2 | 022

Naiide 2. Leiame funktsiooni w = e” sin(yz) Laplace’i operaatori.
Esiteks

ow

5 ¢ sin(yz)
ow .

o ze® cos(yz)
ow .

5, — Ve cos(yz)

ja siis
*w N Pw 0w
ox?  Oy? 022

= €"sin(yz) — 22" sin(yz) — y’e” sin(y2)

= e"sin(yz)(1 — 2% — %) = w(l — 22 — y?)

Lopuks néitame, et skalaarvélja w = f(z,y, z) ja vektorvilja F = (X;Y;2)
korral kehtivad vordused.

Lause 1. divgrad w = Aw

Toestuseks kirjutame

2 2 2
divglradw:V-gradw:(a 0 3)'<8w ow (910) Pw Pw Pw

0r oy 02) \0x 0y’ 02 ) " 02 a2 922

. — — L=

Lause 2. divw F =gradw - F' +wdiv F

Toestus. Véljendades divergentsi Hamiltoni nablaoperaatori kaudu, saa-
me

.= - o 0 0
divwF = V-wF = <%,a—y7&> (wX;wY wZ)

0 0 0
= %(wX)—i—ﬁ—y(wY)—i-&(wZ)
ow 0X Ow aY Ow 07
- w0 Dy T e
ox +w8x+8y +w8y+82 +waz

ow Ow Ow oX oY 07

— L =
= gradw: - F +wdiv F
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— — —
Lause 3. rotw F' = gradw x F' +wrot F
Toestus. Kirjutades rootori Hamiltoni nablaoperaatori kaudu, saame

— — o 0 0
rotwF =V xwF = (%’37/&) X (wX;wY;w2)
_ (Owz) OWwY) dwX) IdwZ) dwY) I(wX)
N oy 0z = 0z or = Oz dy
ow 0Z  Ow aY ow 0X Ow GZ ow
- (@_yZ+ wi =gy Y T W g X W — G WY b

oy 0z 0z ox ' Ox dy
90Z oY 0X 0Z oY 0X
v dy 0z 0z Ox’ 0 Oy
— —
= gradw X F' +wrot F

- (awz _ a—Y; ow  _ a—Z owy, _ 8—wX)

6.13 Kahe muutuja funktsiooni Taylori valem

Uhe muutuja funktsiooni Taylori valemi eesmirgiks on esitada mis tahes
funktsiooni punkti = a timbruses voimalikult tapselt hulkliikmena = — a
astmete jargi. Kui funktsioon f(z) ja selle tuletised kuni n + 1 jarguni on
pidevad punktis a ja selle iimbruses, siis

/ 1 (n)
f@) = fa) + @(J; —a)+ f2—(f)<g; —ap. ] n,(“) (x —a)" + Ru(2)
' ' ' (6.32)
Taylori valemi jaakliikme Lagrange’i kuju on
_ n+1
R,(z) = %f”‘“)[a + O(z — a)] (6.33)

kus 0 < © < 1, st a + ©(x — a) on mingisugune punkt a ja x vahel.

Olgu kahe muutuja funktsioon f(z,y) ja selle osatuletised piisavalt korge
jarguni pidevad punktis A(a,b) ja selle mingis timbruses. Kahe muutuja
funktsiooni korral piirdume 2. jarku Taylori valemiga. Fikseerime y vadrtuse
ja arendame iithe muutuja funktsiooni f(x,y) valemi (6.32) pohjal x — a ast-
mete jargi

fay) = fla) + 0D 0y BT ey ey (630

_ 3
kus Ry (z,y) = u " (&, y) ja & on mingi punkt a ja x vahel.

! Trxr
Edasi arendame f(a,y), fi.(a,y) ja fo .(a,y) Taylori valemi (6.32) pohjal
y — b astmete jéargi. Esiteks

fy(a, b) (@ 0)

fla,y) = fla,b) + ==y = b) + =5 (y—b)* + Raa(a,y)
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—b)3
kus Roo(a,y) = =" (a,m1) ja m on punkt b ja y vahel. Teiseks

3 yyy
fy(a;b)

fila,y) = filab) + 72

(y —b) + Ra3(a,y)

—b)?
kus Ro3(a,y) = ¢ o ) oy (@, M2) ja 1z on punkt b ja y vahel. Kolmandaks

fglclz<a7 y) = f:;:lx(a7 b) + R2,4<a’7 y)

—b
kus Ry 4(a,y) = yT wry (@ 13) ja 3 on punkt b ja y vahel.

Asendades koik kolm avaldisse (6.34), saame

flz,y) = f(a,b)+M(y_b)+#

T (y — b)* + Ras(a,y)
(y —b) + Ra3(a,y)

n
r—a , xy(a’7b>

(¢ — ay
2! |

ehk péarast nurksulgude avamist ja liikmete {imberjarjestamist

+

+ frz(a,0) + Ry a(a,y)] + Rox(z,y)

(@b fy(a,b)
fy) = fan)+ E0D gy BT, )
" (a,b " (a,b " (a,b
B LY PO PR 1L
2! 1! 2!
(z —a)?
+ Roi(z,y) + Rop(a,y) + (. — a)Ras(a,y) + o Ra4(a,y)
Téhistades teist jarku Taylori valemi jaakliikme
(z —a)?
Ry = Ry (7, y) + Raala,y) + (x — a)Ra3(a,y) + Ry u(a,y)

2!
saame kahe muutuja funktsiooni f(z,y) teist jarku Taylori valemi punkti

A(a,b) imruses (ehk = — a ja y — b astmete jargi)

fa) = flaby+ 2O gy DD,y

o e, b) (@ — ) 27 0,8)( — )y — D)+ fly(a,b)(y — b)) + Ry

Téhistame jaaklitkme

—_ )3 _ 13
r= " e+ g )
— D)2 —_q)2
b o)+ C g o)

2
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avaldises © — a = Az ja y — b = Ay, saame

Ry = % [(Al‘)g‘f;/;x(ga y) + 3(A$)2Ayf;c/;y(a, 773) + 3AJ}(Ay)2féféy<a7 772) + (Ay)3f?;/:;y((l, 771)]

ehk traditsioonilist téhistust Ap = v/(Az)? 4 (Ay)? kasutades

(Ag)® {(M)a
3!

3(AJ;)2Ay " 3A$(Ay)2 "

Ry =

Eelduse kohaselt on nurksulgudes olevad kolmandat jéarku osatuletised pi-

devad punkti A(a,b) timbruses, seega tokestatud. Lisaks on |[—| < 1 ja
0
A
A—y < 1. Seega on jiiikliikme Ry avaldises (Ag)? kordaja tokestatud suu-
0

rus. Téhistades selle «y, saame Ry = ap(Ap)? ja viimast kasutades on kahe
muutuja funktsiooni Taylori valem

) = flaty + 28D g BB, )
b [F(a.b) (e — a)? + 278 a.5)(x — a)(y — B) + Fly(a.b)(y — 2] + an(Ao)’

2l
(6.35)

6.14 Kahe muutuja funktsiooni lokaalsed ekstreemu-
mid

Definitsioon 1. Oeldakse, et kahe muutuja funktsioonil on punktis Py (1, y1)

lokaalne maksimum, kui sellel punktil leidub niisugune iimbrus U.(z1,y1), et

iga P(l’,y) € Us(l'layl) on f(xay) < f($1ay1)-

Definitsioonis on eeldatud, et punkt P(z,y) erineb punktist P;(z1,y1).

Definitsioon 2. Ocldakse, et kahe muutuja funktsioonil on punktis Py(z2, y2)
lokaalne miinimum, kui sellel punktil leidub niisugune timbrus U, (x2, ys), et
iga P(z,y) € U-(x9,y2) on f(z,y) > f(z2,y2).

Niide 1. Definitsioon 2 jérgi on kahe muutuja funktisoonil z = x? + y2
punktis Py(0;0) lokaalne miinimum, sest f(0;0) = 0 ja mis tahes punktist Fy
erineva punkti P(z,y) korral f(z,y) = 22 + y* > 0.

Néiide 2. Funktsioonil z = 22 — y? ei ole punktis Py(0;0) lokaalset ekst-
reemumi, sest f(0;0) = 0, aga igasugune U.(0; 0) sisaldab nii z- kui ka y-telje
punkte ning a-telje punktides y = 0 ja z = 22 > 0, y-telje punktides z = 0
jaz = —y? <.

Kui kahe muutuja funktsioonil on punktis Py(zg,yo) lokaalne ekstree-
mum, siis on lokaalne ekstreemum ka kahe muutuja funktisooni graafikuks
oleva pinna tasandildikel tasandiga y = yo, st the muutuja funktsioonil

z = f(x,yo). Sellisel juhul punktis P, kas é = 0 voi puudub. Samuti on
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lokaalne ekstreemum tasandiloikel tasandiga x = xg, st ithe muutja funkt-
0z

Jdy

0 voi puudub ja

sioonil z = f(xg,y). Siis punktis P, kas 0 voi puudub.

0z 0z
or oy
nimetatakse kahe muutja funktsiooni kriitilisteks punktideks. Kokku vottes
voime sonastada teoreemi.

Teoreem 1. (Lokaalse ekstreemumi olemasoluks tarvilik tingimus) Kui
kahe muutuja funktsioonil z = f(z,y) on punktis F, lokaalne ekstreemum,
siis punkt Py on selle kahe muutuja funktsiooni kriitiline punkt.

Viimane tingimus on tarvilik lokaalse ekstreemumi olemasoluks, st mujal
kui kriitilises punktis kahe muutuja funktsioonil lokaalset ekstreemumi ei ole.
Aga see tingimus ei ole piisav ekstreemumi olemasoluks. Naites 2 vaadeldud

0 0
funktsiooni z = 22 — y? osatuletised oy ja % _ 2y vorduvad mole-

ox dy

mad 0-ga punktis Fy(0;0), aga nagu veendusime, selles punktis antud kahe
muutuja funktsioonil lokaalset ekstreemumi ei ole.

Seega tekib probleem, kuidas teha kindlaks, kas kahe muutuja funktsioonil
on kriitilises punktis lokaalset ekstreemumi ja kummaga on tegemist, kas
lokaalse maksimumi voi lokaalse miinimumiga.

Edaspidi vaatleme ainult niisuguseid kriitilisi punkte, kus molemad osa-
tuletised vorduvad 0-ga, st kriitilisi punkte, mis on vorrandisiisteemi

Definitsioon 3. Punkte, kus 0 v6i puudub,

0z
= —0
gr (6.36)
=0
Ay

lahenditeks. Selliseid punkte nimetatakse kahe muutuja funktsiooni z =
f(z,y) statsionaarseteks punktideks.

Olgu P, kahe muutuja funktsiooni z = f(z,y) statsionaarne punkt. Ar-
vutame teist jarku osatuletiste vadrtused punktis Fy ja tdhistame

B 0%z
. -~ 0z0y

0%z

A=2=
0x?

ja C=—
P dy?

Teoreem 2. (Piisavad tingimused kahe muutuja funktsiooni lokaalse
ekstreemumi olemasoluks) Olgu Py kahe muutuja funktsiooni z = f(x,y)
statsionaarne punkt.

1. Kui AC — B? > 0 ja A < 0, siis on kahe muutuja funktsioonil statsio-
naarses punktis F, lokaalne maksimum.

2. Kui AC — B? > 0ja A > 0, siis on kahe muutuja funktsioonil statsio-
naarses punktis F, lokaalne miinimum.

3. Kui AC — B? < 0, siis kahe muutuja funktsioonil statsionaarses punktis
Py lokaalset ekstreemumi ei ole.
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Toestus. Piirdume esimese viite toestusega. Kasutame kahe muutuja funkt-
siooni Taylori valemit (6.35) téhistades selles a = xg, b = yo, © — 9 = Az,
y — yo = Ay, millest x = z¢o + Az ja y = yo + Ay. Eelduse kohaselt on F,
kahe muutuja funktsiooni z = f(z,y) statsionaarne punkt, seega

falj(x(hy()) =0
ja
f;(wanO) =0

ning valemist (6.35) kasutusele voetud téhistusi arvestades

1
f(wo+Az, yo+Ay) = f(wo, yo)*’y [A(Az)? + 2BAzAy + C(Ay)*|+ao(Ae)?

kus endiselt Ap = \/(Az)? + (Ay)?.

Teisendame viimast vordust

okt 80)~ o) = G2 (AR o200 4 O auny)
(6.37)

Siin P(zo + Az, yo + Ay) suvaline punkt FPy(xg,yo) timbrusest. Téhistame
—_—

vektori PyP ja z-telje positiivse suuna vahelise nurga ¢-ga (joonis 6.13).
A A
Sellisel juhul cos p = A_x jasing = A—y ehk Axr = Apcosy ja Ay = Apsin p.
0 Y

2y

Yo+ Ayt----------3 .
POA(':

Yo ---=—rF

|

|

Joonis 6.13.

Asendades need vordusesse (6.37) saame

(Ag)?
2!

f(zo+Azx, yo+Ay)—f(zo,y0) = [Acos® p + 2B cos psinp + C'sin® ¢ + agAg]

Korrutades ja jagades nukrsulgudes esimest kolme liiget suurusega A

(Ag)? [ A% cos? p + 2AB cos g sin p + AC sin?
2! A

f(xo+Ax, yot+Ay)—f(z0, o) = + apAp
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Kui nurksulgudes tekkinud murru lugejale liita B?sin? ¢ — B?sin? ¢, siis

(Ag)? [(Acosp + Bsinp)? + (AC — B?)sin® ¢
2! A

fro+Ax, yo+Ay)—f(zo, yo) = + apAp
Et Acosp+ Bsin g ja sin ¢ ei saa korraga vorduda nulliga, siis eelduse AC' —

B? > 0 tottu on lugejas positiivne avaldis ja murd eelduse A < 0 tdttu
negatiivne. Kiillalt véikste Az ja Ay, st kiillalt viikese Ap korral on kogu
nurksulgudes olev avaldis negatiivne, jarelikult

f(xo + Az, yo + Ay) — f(z0,90) <0

ehk
flxo + Az, yo + Ay) < f(xo, yo)

mis toestabki, et funktsioonil f(z,y) on punktis Py = (x¢; yo) lokaalne mak-
simum.

Mirkus Kui AC — B? = 0, siis kahe muutuja funktsiooni ekstreemumi
kindlakstegemisel on vaja tédiendavaid vahendeid. Teoreem 2 jétab sellisel
juhul kiisimuse lahtiseks.

Niites 1 vaadeldud funktsiooni z = 2? + y? statsionaarse punkti Py(0;0)
saame vorrandisiisteemi (6.36)

20 =0
{ 20u=20

A= =2

© Oxdy

lahendina. Leiame

ja
=57 =
Seega AC' — B? = 4 > 0 ja A > 0. Jarelikult on teoreemi 2 pohjal kahe
muutuja funktsioonil z = z? + y? statsionaarses punktis Py(0;0) lokaalne
miinimum.
Niites 2 vaadeldud funktsiooni z = x? — y? statsionaarse punkti P(0;0)
saame vorrandisiisteemi (6.36)

2.

20 =0
—2y=20
lahendina. Leiame o
z
A= —=2
Ox? ’
© Oxdy
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ja

= =
Seega AC' — B? = —4 < 0. Jarelikult teoreemi 2 pohjal kahe muutuja funkt-
sioonil z = 22 — y? statsionaarses punktis P(0;0) lokaalset ekstreemumi ei
ole.

—2.

6.15 Kahe muutuja funktsiooni globaalsed ekstreemu-
mid

Globaalseteks ekstreemumiteks nimetatakse kahe muutuja funktsiooni suu-

rimat ja vdhimat vaartust antud piirkonnas.

Olgu kahe muutuja funktsioon z = f(z,y) pidev tokestatud kinnises piir-
konnas D. Toetume kahele omadusele.

Omadus 1. Tokestatud kinnises piirkonnas D pidev kahe muutuja funkt-
sioon f(x,y) omab suurimat ja vdhimat véértust selles piirkonnas.

Omadus 2. Tokestatud kinnises piirkonnas D pidev kahe muutuja funkt-
sioon f(z,y) omandab suurima ja vihima vadrtuse kas kriitilises punktis voi
piirkonna D rajajoonel.

Need omadused annavad iihtlasi eeskirja, kuidas leida kahe muutuja funkt-
siooni suurimat ja vdhimat véartust tokestatud kinnises piirkonnas.

1. Leiame piirkonda D kuuluvad kahe muutuja funktsiooni f(z,y) kriitili-
sed punktid Py, P,, ... ja arvutame funktsiooni vaartused nendes punktides
F(P), F(P), ...

2. Leiame kahe muutuja funktsiooni suurima ja vahima véartuse piirkon-
na D rajajoonel voi selle erinevatel osadel.

3. Koikide leitud vadrtuste hulgast valime suurima ja véhima.

Niide. Leiame funktsiooni z = z? + 2zy — 4x — 2y suurima ja viihima
vadrtuse kolmnurgas, mis on piiratud sirgetega z =0, y = 0 ja x + y = 4.

Leiame kriitilised punktid. Osatuletised 8_2 =2rx+2y—4ja a—z =2xr—2.
Zz Y

Vorrandististeemi

20 +2y—4=0
20 —2=0

lahendina saame iihe kriitilise punkti Py(1;1) ja see kuulub vaadeldavasse
piirkonda. Funktsiooni véértus selles punktis f(1;1) = —3.

Piirkonna rajajoon koosneb kolmest osast. Esimese osa vorrand on x = 0
ja 0 < y < 4. Sellel rajaosal tuleb leida iithe muutuja funktsiooni z = —2y
suurim ja vahim vaartus 1oigul [0;4]. Kriitilisi punkte ei ole, sest 2/ = —2.
Funktsiooni véértused 16igu otspunktides on 2(0) = 0 ja z(4) = —8.

Teise rajaosa vorrand on y = 0 ja 0 < x < 4. Sellel rajaosal tuleb leida
iihe muutuja funktsiooni z = 2 — 4z surim ja vihim viértusa 16igul [0;4].
Vorrandist 2z’ = 0 ehk 22 — 4 = 0 saame kriitilise punkti = 2. See kuulub
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vaadeldavasse 16iku ja funktsiooni véértus z(2) = —4. Funktsiooni véértused
16igu otspunktides z(0) = 0 ja z(4) = 0.

Kolmanda rajaosa vorrand on y = 4 — z ja 0 < o < 4. Sellel rajaosal
tuleb seega leida ithe muutja funktsiooni z = —a? + 62 — 8 suurim ja viihim
védrtus 16igul [0; 4]. Vorrandist 2/ = 0 ehk —2x+6 = 0 saame kriitilise punkti
x = 3. Funktsiooni vaartus selles z(3) = 1. Loigu otspunktidele vastavad kaks
kolmnurga tippu, milles funktsiooni vadrtused on juba leitud (2(0) = —8 ja
z(4) =0).

Seega on funktsiooni vahim véartus —8, selle saavutab funktsioon punktis
(0;4). Suurim véértus on 1 ja selle saavutb funktsioon punktis (3;1), st

Zmin = 2(0;4) = —8
Zmaz = 2(3;1) =1

6.16 Kahe muutuja funktsiooni tinglikud ekstreemu-
mid
Koigepealt vaatleme néidet, kuidas tekivad tingliku ekstreemumi iilesanded.

Naide. Plekitahvlist pindalaga 2a tuleb valmistada risttahukakujuline
kinnine karp. Millised peavad olema selle karbi méotmed, mille korral ruum-
ala oleks maksimaalne.

Tegemist on tiiiipilise lisatingimusega ekstreemumiilesandega. Olgu karbi
mootmed x, y ja z. Siis tuleb leida ruumala V' = xyz maksimum, nii et olekas
tdidetud tingimus 2zxy + 22z 4 2yz = 2a

Selle néite juurde poordume tagasi, kui on tehtud vastav teoreetiline et-
tevalmistus.

Olgu esiteks vaja leida kahe muutuja funktsiooni z = f(z,y) ekstreemu-
mid lisatingimusel ¢(z,y) = 0. Ekstremumpunkte tuleb leida ainult nende
hulgast, mis rahuldavad seda vérrandit Viimane on ﬁh? muutuja funktsiooni
ilmutamata kujuks. Selle funktsiooni tuletis Z—i = —%.

Seega on z sisuliselt ithe muutuja x funktsioon. yTéiistuletise valemist
(6.22) saame, et

dz 0z Ozdy

dx 9z Oyde
dy
Asendades sellesse —=, saame
dx
dz
ar fet 1y ( ) .

dz
Et ekstreemumpunktis i 0, siis
x

’

1 P
fx_ y?'
)

38



Eeldades, et f, # 0 saame lisatingimusega ekstreemumpunktide leidmi-
seks vorrandisiisteemi

fi e
I e, (6.38)
o(x,y) =0

See vorrandisiisteem sobib kahe muutuja funktsiooni ekstreemumpunk-
tide leidmiseks iihe lisatingimuse korral. Laiematel juhtudel, kui tuleb leida
kolme v6i enam muutuja funktsiooni ekstreemumpunkte teatud lisatingimu-
sel voi lisatingimustel, on vaja iildisemat lahenduseeskirja.

Uldisemat lahenduseeskirja vaatleme koigepealt endise probleemi piistituse
korral, st tuleb leida kahe muutuja funktsiooni z = f(x,y) ekstreemumpunk-
tid lisatingimusel ¢(z,y) = 0.

Toome sisse nondanimetatud Lagrange’i kordaja A ja koostame Lagran-
ge’i funktsiooni

F(x,y,\) = f(z,y) + Xp(z,y).

Lisatingimusega ekstreemumpunktideks on selle kolme muutuja funkt-
siooni statsionaarsed punktid ehk vorrandisiisteemi

F.=0
F'=0 (6.39)
F. =0

lahendid. Néitame, et viimane vorrandisiisteem on samavéérne vorrandisiisteemiga

(6.38). Et F} = ¢(x,y), on siisteemi viimaseks vorrandiks lisatingimus ¢(z, y) =

0. Esimeseks vorrandiks on f; + A, = 0 ja teiseks f; + A, = 0. Nendest
/

!/
kahest vorrandist elimineerime \. Esimesest A = —=" ja teisest A = —f—‘ll/.
Py Yy
Nendest kahest vorrandist )
Loty
A

mis langeb kokku vorrandisiisteemi (6.38) esimese vorrandiga.
Kui on vaja leida kolme muutuja funktsiooni w = f(z,y, z) ekstreemumid
lisatingimusel p(z,y, z) = 0, koostame Lagrange’i funktsiooni

F(x,y,2,\) = f(z,y,2) + Ap(x,y, 2)

ja ekstreemumpunktid leiame vorrandisiisteemist

F.=0
F/ =0
A (6.40)
F, =0

Selle abil lahendame punkti alguses toodud néite, st leiame funktsiooni V' =
xyz ekstreemumid lisatingimusel xy + 2z + yz = a. Koostame Lagramge’i
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funktsiooni
F(x,y,2,\) = 2yz + Moy + 22 + yz — a)

ja vorrandisiisteemi (6.40)

yz+AMy+2)=0

zxz+ANzr+2)=0

zy+Nz+y)=0
ry+zrz+yz—a=>0

(6.41)

z
Esimesest vorrandist A = —yT, teisest A = — ja kolmandast
y+z
x
A= — o Saadud vorranditest esimene ja teine annavad vorrandi
rTy
yz oz
y+z x4z

ning esimene ja kolmas vorrandi

Yz 2y
y+z2 x+y

Nendest vorranditest esimese jagame z-ga ja teise y-ga. Kumbki muutujatest
ei saa olla 0, sest karbi ruumala vorduks vastasel korral 0-ga.

Esimesest vorrandist saame y(x+ z) = z(y+2), millest zy+yz = zy+az
ehk yz = zz, st y = z. Teisest vorrandist z(x + y) = x(y + 2), millest
rz +yz = vy + xz ehk yz = zy, st z = x. Jéarelikult z = y = x, st karbi
mootmed on vordsed ja karp peab olema kuubikujuline. Asendades saadud
tulemused siisteemi (6.41) viimasesse vorrandisse, saame z* + 22 + 22 = q,
millest x = g.

Jarelikult, kui materjali hulk on 2a pindalaiihikut, tuleb maksimaalse
ruumalaga karbi tegemiseks valida selle méotmed x = y = 2 = \/g ja

. a |a
maksimaalne ruumala V.. = =/ —.

3V 3
Kui tuleb leida kolme muutuja funktsiooni w = f(z,y, z) ekstreemumid
lisatingimustel ¢(x,y,z) = 0 ja ¥(z,y,z) = 0, koostame Lagrange’i funkt-
siooni
F(z,y, 2, A\ 1) = f(z,y,2) + Ap(2,y, 2) + pp(z, y, 2)

ja ekstreemumpunktid leiame vorrandisiisteemist

Fl =0
F'=0
F'=0 (6.42)
F.=0
Fl =0
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6.17 Ruumilise joone puutuja

Olgu ruumiline joon antud parameetriliste vorranditega

x = x(t)
y=ylt) (6.43)
z = 2(t)

Fikseerides parameetri vaartuse ¢, saame ruumilise joone fikseeritud punkti
P(z(t);y(t); 2(t)). Eeldame, et parameetri ¢ funktsioonid (6.43) on diferent-
seeruvad punktis P.

Kui muuta parameetri vadrtust mingi suuruse At vorra, siis on selle
véartus t+ At ja sellele vastaku joone punkt @ koordinaatidega x = x(t+At),
y=y(t+ At) ja z = z(t + At).

A%

Joonis 6.14. Ruumiline joon ja selle puutuja

— — —
V_elftor PQ = OQ — OP on loikaja P suunaline ja selle koordinaadid
on PQ = (Ax, Ay, Az), kus

Az = z(t + At) — x(t)
Ay = y(t + At) —y(t)
Az = z(t+ At) — 2(t)

—
Kui korrutada vektorit skalaariga, saame vektori sihilise vektori, st P() sihi-

. 1 — Axr Ay Az
line on vektor EPQ = <E, AL E)

—
Piirprotsessis At — 0 on vektori EPQ koordinaatide piirvaartused

funktsioonide (6.43) tuletised parameetri jargi, sest eeldasime funktsiooni-
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de diferentseeruvust punktis P, st

ja

Téahistades I = (&, 7, £), saame

lim PO — i
A G P@ =1

Kuid diferentseeruvusest punktis P jareldub pidevus selles punktis. Seega

Alglox@ + At) = z(t)

dim y(t 4+ At) = y(1)
ja

Alir_r}o z(t+ At) = 2(t)

st punkt @ ldheneb moéoda joont punktile P ja loikajasihiline vektor P—Cj

1
léheneb joonele punktis P tommatud puutuja sihilisele vektorile. Aga Eﬁ)

on alati ﬁ) sihiline, soltumata sellest, kui ldhedal on punkt ) punktile P.
Seega,
) I ==
A AT
on puutuja sihiline vektor ehk kasutades sissetoodud téhistust on joonele
punktis P tommatud puutuja sihivektor

r= (1,7, %)
Punktis P on parameetri ¢ vadrtus fikseeritud, seega x(t), y(t) ja z(t) on
fikseeritud punkti koordinaadid ja joonele punktis P tommatud puutuja ka-
noonilised vérrandid on
v—x(t)  y—ylt)  2—=2()

= = 6.44

Naiaide. Koostame kruvijoone x = acost, y = asint, z = bt puutuja

kanoonilised vorrandid punktis, kus parameeter ¢t =

a
T
3

a T a3
y(s) :

Koigepealt leiame punkti koordinaadid x <g) = — = — ja

s b 2 .
(5) =%
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Seejérel leiame © = —asint, ¥y = acost ja z = b. Jarelikult vaadeldavas
punktis kruvijoonele tommatud puutuja sihivektor on

) . ™ av3 a
7= (—asm—,acos—,b) =|——=,b
3 3 2 2

ning (6.44) jargi on puutuja kanoonilised vorrandid

_ a3 _bm
2 _*" 3
b

r—35 Y
a3

2

(IS

ehk
2x—a_2y—a\/§_3z—b7r

—a\/g a 3b

6.18 Pinna puutujatasand ja normaal

Kahe muutuja funktsiooni graafik on mingi pind ruumis. Kéesolevas punktis
olgu kahe muutuja funktsioon antud ilmutamata kujul

F(z,y,z)=0

Teiselt poolt vaadatuna on tegemist pinna vorrandiga. Fikseerime pinnal
punkti P(x,y, z).

Definitsioon 1. Pinna punkti P nimetatakse harilikuks ehk requlaarseks

oF OF . OF

punktiks, kui selles koik kolm osatuletist % u ja — eksisteerivad ja
x’ dy

0z

viahemalt iiks neist erineb nullist. Pinna isedraseks punktiks nimetatakse
punkti, kus koik kolm osatuletist on korraga nullid v6i vihemalt {ihte neist
ei eksisteeri.

Punkti P 1dbib I6pmatult palju jooni, mis asuvad sellel pinnal.

Definitsioon 2. Pinna puutujaks punktis P nimetatakse suvalist pinnal
asuvat ja punkti P ldbiva joone puutujat.

Teoreem. Kui P on pinna harilik punkt, siis koik selle pinna puutujad
asuvad iihel ja samal tasandil.

Toestus. Valime pinnal suvalise punti P ldbiva joone. Olgu selle para-
meetrilised vorrandid on x = x(t), y = y(t) ja z = z(t). Et joon asub pinnal,
siis asub pinnal iga selle joone punkt ning asendades joone parameetrilised
vorrandid pinna vorrandisse, saame samasuse

Diferentseerime samasuse molemat poolt parameetri jargi, kasutades liit-
funktsiooni diferentseerimise reeglit. Saame, et

@_Fd_x_Fa_F@_'_a_F%—O
Or dt ~ Oy dt Ozdt
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ehk
oF . O0F . OF .
—d+—y+——2=0

Ox dy 0z

Vasak pool on kahe vektori

(o7 or or
ox’ dy’ 0z

ja
r=(&,7, %)
skalaarkorrutis. Vektor r on punkti P lédbiva joone puutuja sihiline. Et

— .
n-r=20

siis arvestades asjaolu, et meil oli valitud suvaline punkti P ldbiv joon, on iga
punkti P ldbiva joone puutuja risti ithe ja sama vektoriga 7, st koik punkti
P ldbivad pinna puutujad on risti iihe ja sama vektoriga, seega asuvad samal
tasandil.

Definitsioon 3. Tasandit, millel asuvad punkti P ldbivad pinna puutu-
jad, nimetatakse pinna puutujatasandiks punktis P. Vektorit

o (oF oF oF
ox’ dy’ 0z

nimetetakse pinna normaalvektoriks.

Téhistame pinnal fikseeritud punkti Py(xo, o, 20). Eeldades, et Py on
pinna harilik punkt, saame leida osatuletiste véartused selles punktis, st
normaalvektori 7. Kui P(z,y,z) on puutujatasandi suvaline punkt, siis
—_ r— . e . . p— .
n - PyP = 0. Vektori Py P koordinaadid on PyP = (x — x0,y — Yo, 2 — 20) ja
puutujatasandi vorrand on seega

oF oF oF
_ — (y— —(2—29)=0 6.45
. (x — x0) + o5 (¥ — o) + 5 (2 — 20) (6.45)
Niide 1. Koostame sfiiri 2 + y? + 22 = 3 puutujatasandi vorrandi

punktis Py(1;1;1).
Sfiadri vorrandist 22 +y*+2%—3 = 0 ndeme, et F(z,y,2) = 22 +y?+2%-3.
Seega

oF oF oF
o T g T
ja punktis Fy(1;1;1)
oF oF oF
Ox Oy T 0z

Jarelikult on normaalvektor 7 = (2;2;2) ja puutujatasandi vérrand (6.45)
2@ —-1)+2(y—1)+2(z—1)=0
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ehk parast 2-ga jagamist ja sulgude avamist
rT+y+z=3

[sedrases punktis ei pruugi pinna puutujatasandit eksisteerida. Isedraseks
punktiks on niiteks koonuse 2% = 2% + y? tipp O(0;0;0), sest antud juhul

4y —2=0
OF OF OF
Ox oy v :

ja puntkis O 7 = (0;0;0) ning iitheselt médratud puutujatasandit ei eksis-
teeri.
Kui pinna vorrand on ilmutatud kujul z = f(z,y) ehk z — f(z,y) = 0,
siis
or  of OF  0f OF
dr oz’ Oy 9y Oz

ning puutujatasandi vorrand (6.45) on

2z;

- )= g+ (2= 20) =0

ehk of of
2=z = %(x — Zo) + a_y(y ) (6.46)
Kui puutujatasandi vorrandis (6.46) tahistada x — zq = Az ja y — yo = Ay,
siis
of of
—20= —Ar+ —A
Z— 2y D7 T + ay Y

ja vorduse parem pool on funktsiooni z = f(z,y) téisdiferentsiaal punktis
B.

Siit jéreldub kahe muutuja funktsiooni téisdiferentsiaali geomeetriline
tdhedus. Kahe muutuja funktsiooni téisdiferentsiaal punktis Py vordub ka-
he muutuja graafikuks oleva pinna puutujatasandi aplikaadi muuduga, kui x
muutub Az ja y muutub Ay vorra.

Definitsioon 4. Pinna normaaliks punktis Fy nimetatakse selles punktis
puutujatasandile tommatud ristsirget.

Normaali sihivektoriks on pinna normaalvektor. Téhistades punkti F,
koordinaadid taas Py(zo, Yo, 20), saame normaali kanoonilised vorrandid

L—To Y—Y 22— %

3F  — 9F — OF (6.47)

ox oy 0z

kui nimetajates on osatuletiste vadrtused punktis F.
Niide 2. Koostame sfiiiri 22+ y? + 2% = 3 normaali kanoonilised vorran-
did punktis Py(1;1;1).
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Naites 1 leitud andmete pohjal saame kirjutada

ehk
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